Grafuri — notiuni teoretice din programa pentru BAC

1. Grafuri neorientate

Cerintele programei pentru BAC:
terminologie (nod/varf, muchie, adiacenta, incidenta, grad, lant, ciclu, lungime, subgraf, graf partial)
proprietati (regulat, complet, aciclic, conex, componentd conexa, hamiltonian, eulerian)

metode de reprezentare in memorie (matrice de adiacenta, liste de adiacentd)

Definitie: Un graf este o pereche ordonata de multimi, notata G=(X,U), unde
X={x|xe X} este multimea nodurilor (Varfurilor) iar U={(x,y)| X,y € X}, multimea muchiilor.
nod/varf = element al multimii X; poate fi reprezentat in plan printr—un punct (cerc etc.), eventual
numerotat.
muchie = pereche neordonata de noduri; poate fi reprezentata in plan printr—un segment de dreapta/arc
adiacenta = proprietatea a doud noduri de a fi unite prin muchie; daca [x,y] €U, spunem ca nodurile x si y
sunt adiacente
incidenta = proprietatea unei muchii de a uni doud noduri; daca [x,y] €U, spunem ca muchia este incidenta
cu nodurile x §iy
gradul nodului X = numarul de muchii incidente cu nodul x, notat cu d(x)

nod izolat = nod cu gradul 0; d (x) =0

nod terminal = nod cu gradul 1; d (x) =1

Propozitie: Tn orice graf neorientat cu n noduri si m muchii, are loc egalitatea
2*m = d(x1)+d(x2)+...+d(xn)

(Suma gradelor varfurilor este dublul numarului de muchii)

Consecinta: In orice G exista un numar PAR de varfuri de graf IMPAR

lant = succesiune de noduri cu proprietatea ca oricare doua noduri consecutive din lant sunt adiacente

lant compus = lant in care muchiile se pot repeta
lang simplu = lant in care fiecare muchie apare o singura data dar nodurile se pot repeta

lant elementar = lant in care nodurile sunt distincte

ciclu = lant in care primul nod coincide cu ultimul
ciclu compus = ciclu in care muchiile se pot repeta

ciclu simplu = ciclu in care fiecare muchie apare o singura data dar nodurile se pot repeta

ciclu elementar = ciclu in care nodurile sunt distincte, cu exceptia primului si ultimului nod

lungimea unui lant/ciclu = numarul de muchii din care este format
graf partial = graf care se obtine din graful initial prin eliminarea unor muchii, nu si a nodurilor

subgraf = graf care se obtine din graful initial prin eliminarea unor noduri si a tuturor muchiilor incidente
cu acestea; nu pot fi eliminate alte muchii decét cele incidente cu nodurile eliminate
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tipuri particulare de grafuri

graf regulat = graf in care toate nodurile au grade egale
graf complet = graf in care orice doua noduri distincte sunt adiacente

e numidrul de muchii intr-un graf complet = n*(n-1)/2

(n-1)/2

n
« Numdrul grafurilor neorientate cu n varfuri este 2

M
« Numdrul grafurilor partiale peste un graf cu M muchii 2

graf aciclic = graf in care nu exista nici un ciclu
graf conex = oricare ar fi doua noduri distincte, exista lang intre ele
componenti conexa = un subgraf conex si maximal in raport cu aceasta proprietate
(nu exista lant intre un nod din subgraf si un nod care nu apartine subgrafului)

Obs: un nod izolat constituie o componenta conexa

ciclu hamiltonian = ciclu elementar care trece prin toate varfurile grafului
graf hamiltonian = graf care contine cel putin un ciclu hamiltonian

Conditie suficientd de existenta a unui ciclu hamiltonian:
Un graf neorientat cu n varfuri, in care gradul oricarui varf este mai mare sau egal cu n/2 este hamiltonian.

ciclu eulerian = ciclu care trece prin toate muchiile grafului

graf eulerian = graf care contine un ciclu eulerian

Conditie necesara §i suficientd de existentd a unui ciclu eulerian

Th. lui Dirac: Un graf fara varfuri izolate, este eulerian daca si numai daca
- este conex

- gradele tuturor varfurilor sale sunt pare

OBS: Un graf complet cu numar impar de varfuri este hamiltonian si eulerian
Un graf complet cu numar par de varfuri este hamiltonian si NU este eulerian (ar avea
gradele toate impare) => elimin MINIM n/2 muchii si poate deveni eulerian

Graf hamiltonian si eulerian: un poligon

Graf hamiltonian si NU eulerian: un poligon cu o diagonala

Graf NU hamiltonian si eulerian: o fundita cu 5 noduri (unul e in mijloc)
Graf NU hamiltonian si NU eulerian: ciclu neelementar si grade impare

Metode de reprezentare a grafurilor neorientate in memorie

Matricea de adiacenta
matricea este simetrica fata de diagonala principala

gradul unui nod d (x) =numarul de valori 1 de pe linia/coloana x
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2. Listele de adiacenta

Ll: 2,4 010100
L2: 1,3,4 101100
L3: 2,5 010010
L4: 1,2 110000
L5: 3,6 001001
L6: 5 000010

L i= {jeX/ [1,7]1€U}

3. Lista de muchii

t €Moxm, unde m=numadrul de muchii din graf
t1,x sl tz,x = extremitatile muchiei k

24 4356

112235

2. Grafuri orientate

Cerintele programei pentru BAC:

terminologie (nod/varf, muchie, adiacenta, incidenta, grad intern si extern, drum, circuit, lungime,
subgraf, graf partial)

proprietati (tare conex, componenta tare conexa)

metode de reprezentare Tn memorie (matrice de adiacenta, liste de adiacenta)

Definitie: Un graf orientat este o pereche ordonata de multimi, notatd G=(X,U), unde X={x|x- X} este

multimea nodurilor (varfurilor) iar U={(x,y)| X,y* X}, multimea arcelor.

nod/varf = element al multimii X; poate fi reprezentat in plan printr—un punct (cerc etc.),
eventual numerotat.
arc = pereche ordonata de noduri; poate fi reprezentata in plan printr—o sageata orientata

adiacenta = proprietatea a doud noduri de a fi unite prin arc; daca (x,y)* U, spunem ca nodurile x i y sunt
adiacente

incidenta = proprietatea unei arc de a uni doua noduri; daca (X,y)* U, spunem ca arcul este incident cu
nodul x .

gradul intern al nodului x = numarul de arce care intra in nodul x, notat cu d (x) gradul extern al
. 5 L +
nodului X = numarul de arce care ies din nodul x, notat cu d (x)

. . . - +
nod izolat = nod cu gradul intern si extern 0; d (x)= d (x) =0
- Propozitie: In orice graf orientat cu n noduri si m arce, are loc egalitatea

Suma gradelor interioare = suma gradelor exterioare = numarul de arce

drum = succesiune de noduri cu proprietatea ca oricare doua noduri consecutive sunt adiacente (arcele
pastreaza aceeasi orientare)
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drum simplu = drum n care fiecare arc apare o singura data dar nodurile se pot repeta

drum elementar = drum Tn care nodurile sunt distincte

circuit = drum in care primul nod coincide cu ultimul
circuit simplu = circuit in care fiecare arc apare o singura data dar nodurile se pot repeta

circuit elementar = circuit in care nodurile sunt distincte, cu exceptia primului si ultimului nod

lungimea unui drum/circuit = numarul de arce din care este format
graf partial = graf care se obtine din graful initial prin eliminarea unor arce, nu si a nodurilor

subgraf = graf care se obtine din graful initial prin eliminarea unor noduri si a tuturor arcelor care au o
extremitate in nodurile eliminate; nu pot fi eliminate alte arce decét cele cu legatura cu nodurile eliminate

. . . ~ . n(n-1)/2
Numairul grafurilor orientate cu n varfuri este 2 (n-1)/

tipuri particulare de grafuri

graf complet = graf in care orice doua noduri distincte sunt adiacente (nu este unic, numarul de arce este
cel mult n*(n-1)

graf plin = graf in care intre orice doua noduri distincte X si y exista arc dus-intors (X, y) si (Y, X)
Propozitie: numarul de arce intr-un graf plin = n* (n-1)

n(n-1 n(n-1)/2
OBS: Numairul grafurilor orientate cu n varfuri este 2 ( ) = 4 ( )/

Numarul grafurilor orientate COMPLETE cu n varfuri (exista cel putin un arc intre oricare 2
noduri) este 3" (n-1)/2

graf tare conex = oricare ar fi doua noduri distincte X Si y, exista drum DUS-INTORS de lax lay

componenti tare conexa = un subgraf tare conex si maximal in raport cu aceasta proprietate (nu exista
drum intre un nod din subgraf si un nod care nu apartine subgrafului)

Obs: un nod izolat constituie o componenta tare conexa
Metode de reprezentare a grafurilor orientate in memorie

1. Matricea de adiacenta

- matricea nu este simetrica fata de diagonala principala
- gardul exterior = numarul de valori 1 de pe linia x

gradul interior = numarul de valori 1 de pe coloana x
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2. Listele de adiacenta
L i= {jeX/ (i,7) €U}

3. Lista de arce
t €Moxm, unde m=numarul de arce din graf
t1,x §i tz,x = extremitatile arcului k

Ll: 2,4 1L4: 1,2
L2: 1,3,4 L5: 3,6
L3: 2,5 L6: 5

3. Arbori

Cerintele programei pentru BAC:

terminologie (nod/varf, muchie, radacina, descendent, descendent direct/fiu, ascendent, ascendent
direct/parinte, frati, nod terminal, frunza)
metode de reprezentare in memorie (matrice de adiacenta, liste de descendenti, vectori de tati)

Definitie: Un arbore este un graf conex aciclic.

Teorema de caracterizare:

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. A este arbore cu n varfuri

2. A este conex cu n-1 muchii

3. A este aciclic cu n-1 muchii

4. A este conex minimal (daca se elimina o muchie se distruge conexitatea)

5. A este aciclic maximal (daca se adauga o muchie se formeaza un ciclu)

Proprietate: Oricare ar fi doua noduri distincte in arbore exista un lant elementar unic intre ele.

Definitie: Un arbore cu radacina este un arbore in care exista un nod special numit radacina iar toate
celelalte noduri reprezinta descendenti directi sau indirecti ai radacinii.

descendent al nodului x = nod care se afla pe un lant elementar ce pleaca din x, altul decat cel care uneste
radacina de X.

Fiu/descendent direct al nodului x = descendent al nodului x adiacent cu x (nod adiacent cu x care nu se
afla pe lantul care uneste radacina de nodul x)

ascendent al nodului x = nod care se afla pe lantul elementar care uneste radacina de nodul x.
Parinte/tata/ascendent direct al nodului x = ascendent al nodului x adiacent cu x.
Frunza/terminal = nod care nu are descendenti (are gradul 1)

Adancime = lungimea lantului elementar maximal care uneste radacina cu o frunza

Arbore degenerat = arbore in care orice nod care nu este terminal are exact un descendent direct/fiu.
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Arbore binar — arbore vid sau arbore in care orice nod are cel mult doi fii, intre care se face distinctie
clara, fiu stang, fiu drept.

Inaltimea arborelui = numarul de muchii a lantului maxim de la radacina la o frunza

In orice arbore exista un lant elementar unic intre oricare doua varfuri

Metode de reprezentare a arborilor in memorie

Matricea de adiacenta

1. Reprezentare ascendenta in arbori cu radacina - EFICIENTA

Tata (n), tatai = Parintele nodului i daca i # radacina; 0, altfel
ex: rad=2, tata = (2,0,2,2,3,5)

2. Reprezentare descendenta in arbori cu radacina

fiu(n), Li =lista fiilor nodului i, i # frunza; 0, altfel

ex: rad=2,



